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Un estudio l6gico-filosofico de los fundamentos de la Matemaética

Resumen

El objetivo del presente articulo es realizar un bosquejo de un camino que vaya del silencio de la
intuicion, hasta las sinfonias de las matematicas formales, tratando de mostrar los conceptos
necesarios e ideas que forman el mencionado camino. Primeramente, se presentan algunas
observaciones sobre la naturaleza de la matematica y sus métodos, se enfatiza en las diferencias
entre razonamiento y célculo, destacando la utilidad de este Gltimo. Se continla mostrando la
necesidad e importancia de crear un lenguaje apropiado para estudiar la estructura del razonamiento
matematico. Luego, se estudia el calculo de predicados formal y se comenta lo que fundamenta
dicho calculo.

Palabras claves: Logica; Calculo Formal; Fundamentos; Sistemas Axiomaticos; Lenguajes

formales; Finitismo.

Abstract

The aim of this article is to sketch a path that goes from the silence of intuition to the symphonies
of formal mathematics, trying to show the necessary concepts and ideas that form the
aforementioned path. First, some observations on the nature of mathematics and its methods are
presented, emphasizing the differences between reasoning and calculus, highlighting the usefulness
of the latter. The need and importance of creating an appropriate language to study the structure of
mathematical reasoning is then shown. Then, the formal predicate calculus is studied and the
foundations of said calculus are discussed.

Keywords: Logic; Formal Calculus; Foundations; Axiomatic Systems; Formal Languages;

Finitism.

Resumo

O objetivo deste artigo € esbocar um caminho que vai do siléncio da intuicdo as sinfonias da
matematica formal, procurando mostrar os conceitos e as ideias necessarias que formam o referido
caminho. Em primeiro lugar, sdo apresentadas algumas observacdes sobre a natureza da
matematica e dos seus métodos, enfatizando as diferencas entre o raciocinio e o calculo, destacando
a utilidade deste ultimo. A necessidade e a importancia de criar uma linguagem apropriada para
estudar a estrutura do raciocinio matematico continuam a ser demonstradas. De seguida, estuda-se

o célculo formal de predicados e discutem-se os fundamentos deste calculo.
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Palavras-chave: Logica; Célculo Formal; Fundamentos; Sistemas Axiomaticos; Linguagens

formais; Finitismo.

Introduccion

Un sistema axiomatico es, en primer lugar, un sistema. Esto es, ciertos objetos que interactdan de
cierta manera. En el caso de la matematica, los sistemas tratan sobre entidades abstractas. A grosso
modo, el sistema se dice axiomatico pues los hechos del sistema se pueden demostrar desde otros
anteriores y primitivos llamados axiomas. Un sistema axiomatico esta constituido por axiomas,
teoremas, conceptos primitivos y derivados. Ejemplos de sistemas axiomaticos son el sistema de
los nameros reales, el sistema de los numeros naturales o el de grupos algebraicos. Las
proposiciones verdaderas (axiomas y teoremas) de un determinado sistema axiomatico se
entrelazan de cierta manera por un proceso llamado demostracion matematica. Este proceso es
tema de estudio, ya que se trata de clarificar las leyes y los fundamentos del razonar matematico.
Las leyes I6gicas deben ser comunes a todos los sistemas axiomaticos. Leyes logicas que permiten
deducir proposiciones verdaderas de proposiciones verdaderas. Este estudio es una parte de la
Logica Matematica. Por tanto, una parte de la Ldgica.

Es interesante observar que la Logica como tal tiene principios y leyes fundamentales. A saber,
axiomas. Asi, puede emerger la pregunta: ¢la logica o la teoria de la deduccion puede ser
axiomatizada? ¢En tal caso, como se deducen sus teoremas de sus teoremas? Es decir, ¢con qué
I6gica se deducen sus resultados? Esto es, ¢hay una segunda légica y por tanto, una tercera y asi al
infinito o existe una logica fundamental, primitiva, primera y es intuitivamente manejada en aquel
nivel elemental? Si es asi, ¢para justificar esta l6gica primitiva que herramientas se pueden utilizar?
Por ultimo, ¢la logica puede fundamentar la matematica en el sentido de justificar y garantizar el
correcto devenir de teoremas en otros teoremas?

Ahora, es claro que la matematica por su maxima pretension de claridad es el terreno mas firme
donde se pueda entrenar y observar el razonamiento. Vale decir, por medio de la matematica
aprendemos el correcto razonar. También, por medio de la matematica aprendemos a ser mas
I6gicos. De todo lo anterior, se colige que la matematica es un insumo para estudios sobre el
entendimiento humano y en particular insumos para la Idgica. En efecto, podemos citar a Platdn,
del cual se dice que recomendo esto al no admitir en su academia ignorantes en geometria. Esto es,

se requeria matematica para ingresar al resto de saberes. Asi, la 16gica, en parte, se fundamenta del
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uso que damos al razonamiento en la matematica. Entonces, vale preguntarse ¢la ldgica justifica a
la matematica o la matematica a la 16gica? Claramente, algunos de los mas grandes fildsofos han
corroborado sus teorias y sistemas filosoficos incorporando la matemaética o verificando sus
sistemas en las matematicas o al menos las han tomado muy en consideracion. Por ejemplo, Platén,
Aristételes, Hume, Descartes, Espinoza, Kant, Newton, Leibniz, etc. Por tanto estos filésofos han
usado la matemaética para encaminar su razonamiento. Asi, podemos decir que dentro de la I6gica
y la filosofia, hay matematica y dentro de la matematica, hay l6gica y, podria quiza, filosofia.
Decimos mas, es evidente que todo emprendimiento y estudio necesita de cierto nivel de filosofia,
I6gica y matematica, en particular para el uso correcto de conceptos. Asi, si estudio, I6gica o
matematica o filosofia, debo usar en cierto grado I6gica, matematica y filosofia, lo cual parece una
circularidad. Digo esto ya que este estudio participa de esta insalvable necesidad.

Regresando al tema presentado en el primer parrafo, ¢el concepto de sistema axiomatico como
debe ser estudiado? Por ejemplo, ¢puede ser axiomatizado? Y, ¢si el estudio del concepto "sistema
axiomatico™ se podria llevar a cabo axiomaticamente, que valor tendria? Es decir, ¢si podriamos
Ilevar a cabo el estudio axiomaticamente de un sistema axiomatico, mi resultado entraria contenido
en mi estudio? Por tanto, los sistemas axiomaticos no se pueden estudiar axiomaticamente.

Asi, parece que nos encontramos en la frontera de la matematica, I6gica y filosofia. Pero ¢cuél es
el método que se debe usar aqui? Por ejemplo, ¢si quiero explicar por qué la poesia es bella,
escribiria un poema sobre la belleza de la poesia o0 quiza, mediria los sonidos, la rimas o analizaria
la forma lenguaje? Esto Gltimo quiza sea evidente que en este caso no daria resultado. Mas, en el
contexto antes mencionado, ¢qué haria si quiero explicar por qué la lI6gica es l6gica o para descubrir
la esencia de los sistemas axiomaticos, axiomatizaria? En particular ¢debemos analizar la forma
del lenguaje? Esto es, ¢del frio uso y forma de lenguaje, emerge, por ejemplo, la belleza en la
poesia, 0 bien, la logica de los sistemas axiomaticos? Aunque ciertamente, la légica y la poesia no
se puedan comparar en este sentido, pues tienen métodos y fines diferentes. Mas, ¢se puede salir
de la mente y pensar desde fuera, como por ejemplo salir de la atmosfera y respirar?

Para ejemplificar la circularidad citada, de manera técnicamente, es conocido el enfoque sobre el
sistema ZFE, de la teoria de conjuntos, que pretende servir de fundamento de la matematica. Mas,
¢con qué métodos matematicos y ldgicos estudio ZFE, para sostener esta afirmacion?

El objetivo es dar algunas ideas sobre estas interrogantes que pueden causar inquietud en la mente

de un matematico que comienza a filosofar sobre ellas.
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Axiomas y Calculo
No pocas fuentes afirman que una de las mas bellas ecuaciones matemaéticas es la igualdad de
Euler. A saber, e™ + 1 = 0. Sin embargo, es muy seguro que algunos 0jos no negaran que la

siguiente estructura también contiene misterio y belleza:

PlQ|PrPr=aQ
VIV V
VIF F
F|V V
F|F Vv

Tabla 1: Tabla de verdad del implicador material

Si se profundiza en ella, se encuentran varios inconvenientes. Sea como fuere, esta tabla pertenece
a la parte de la I6gica matematica llamada calculo proposicional o de enunciados [HA].

Para abordar el misterio mencionado sobre la tabla anterior, comencemos recordando brevemente
los origenes de la Ldgica. Sabemos que su estudio comienza con el estagirita. Una parte de sus
estudios se enfocan en los argumentos conocidos como Silogismos. En dicha parte considera, entre
otras cosas, las siguientes cuatro proposiciones "Todo A es B", "Todo A no es B", "Algun A es B"
y "Algun A no es B, donde Ay B son términos. A saber, un término es un concepto, que puede
funcionar tanto como sujeto o como predicado en una de alguna de las cuatro proposiciones. Sin
embargo, si se nos permite un anacronismo, en la teoria de conjuntos podriamos escribir, las
anteriores cuatro proposiciones como, " Ac B "" AcB‘,"ANB+#@","ANB° #+ @Q",
respectivamente. Considerando siempre la existencia de un conjunto X, talesque A, Bc Xy A #+

@y B+ @y B =X — B. Asi, podremos reescribir el famoso cuadro de la oposicion medieval:

Contradictorias

A B A C B¢
T oo T

ANB #0 ANB® #0

Figura 1: Cuadro de la oposicion medieval (analogo)

Es claro que las opuestas por el vértice son contradictorias. Las otras relaciones (lineas del grafico)

reciben otros nombres. Sin embargo, se espera que el lector pueda dar cuenta de como se
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relacionan. Esto es, cuando pueden ser verdaderas o falsas a la vez dos proposiciones ligadas con
una linea, o cual implica a cudl, etc.
Sin embargo, de todo lo que Aristoteles examino, nos enfocaremos en los mencionados silogismos.
Esto es, ¢si se combinan tres términos en tres de estas cuatro proposiciones, de manera que dos
sean premisas y una tercera conclusion, es valido el silogismo que se forma? Para entender mejor,
considere, por ejemplo, tomar al azar tres términos 4, B, C y tres de las mencionadas proposiciones;
dos como hipotesis y una como conclusion y preguntémonos si es valido el argumento que se
forma. Es decir, de la siguiente manera, sean A, B, C < X siempre no vacios. SiA c By A c C¢,
entonces C N B¢ # @. Se puede formar, de esta manera, 256 combinaciones, esto es 256
silogismos. Naturalmente, la pregunta que surge es: ¢Cudles son validos y, quiza mas importante,
por qué lo son? En efecto, se sabe que 24 son validos [SAA].
Ahora, si se combina tres veces la primera proposicion se obtiene el silogismo, bautizado en la
época medieval como Barbara. A saber,siA c By B c C, luego A c C. Se puede dar cuenta de
este ultimo silogismo desde la actual teoria de conjuntos, sin embargo, el estagirita procedio de
otra manera. A saber, acepta ciertas leyes de transformacion, como, por ejemplo:

. SiIANB=0@,siysolosiBNnA = 0.

. SiIANB #@,siysolosiBnA # Q.

. SiAcB,luegp AN B + Q.

o Si A c B, siysolosi B c A°.
Después, elige cuatro silogismos como validos. Da cuenta de esta eleccion por ser aquellos cuatros
silogismos "especialmente cientificos". Acepta axiomaticamente los siguientes cuatro:

o SiAcByBcC(,luego A c C.

o SiAcB°yC cBluego A c C°.

. SiBcAyBNC #@,luegoANnC # Q.

. SIAcCcB°YyCNB +#@luego C NA° + .
Ademas, requiere usar principios superiores. A saber, El Principio de no Contradiccién, de Tercio
Excluido y de Identidad. Con esto logra demostrar cuales son validos.
Se muestra a continuacion un ejemplo. Veamos la validez del silogismo llamado Baroco. El cual
es, SiIAc ByCnB°+0Q,luego C n A° + @. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo

que, C N A° = @. De donde, se sigue que C c A. Sabemos ademas que se dan las hipotesis A ¢ B
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y C N B¢ #= @. Asi tenemos que se da, C € Ay A c B. Por Barbara, tenemos C c B. Asi, C N
B¢ # @y C c B. Lo cual es una contradiccion.

Ahora bien, adicionalmente, el filésofo dio reglas de "calculo” para afirmar cuando un silogismo
es valido o invalido. Esto es, se dieron reglas formales para el manejo correcto de los términos.
Mas precisamente, para que un silogismo sea vélido, los términos deben estar correctamente
distribuidos y cumplir ciertos roles precisos. Aunque estas Ultimas reglas no aportan informacién
sobre la esencia de la validez, son muy précticas, lo cual es el objetivo de un célculo, en el sentido
de leyes simples que se pueden verificar facilmente ([VE]).

Tambieén mencionamos que existe formas de ver los silogismos con diagramas de Ven ([VE]).

Reglas y Enunciados
Ahora bien, en la actualidad sucede algo parecido. Consideremos la l6gica proposicional. En
aquella tenemos ciertos axiomas sobre el concepto proposicion junto con conectores logicos, que
son parte de un lenguaje formal (artificial). Mas precisamente, las mencionadas reglas son (|[GEB]):
1. Regla de agrupamiento: Si x, y son teoremas, luego (x A y) es un teorema.
2. Regla de disociacion: Si(x A y) es un teorema, entonces tanto x es un teorema como y €s
un teorema.
3. Regla de la doble negacion: la cadena —— puede ser quitada o incluida en cualquier
teorema.
4. Regla fantasiosa: Si supuesto x, luego, se puede derivar por medio de alguna regla y, se
tiene que (x = y) es un teorema.
5. Regla de traslado: Cualquier teorema puede ser empleado dentro de una derivacion, de una
regla fantasiosa.
6. Regla de separacion: Si x y (x = y) son teoremas, se sigue que y es teorema.
7. Regla de contraposicion: (x = y) y (-y = —x) puede ser intercambiadas en cualquier
derivacion.
8. Regla de Morgan: (=x A =y) Y =(x V y) pueden ser intercambiables en una derivacion.
9. Regla de Quitapongo: (x V y) y (=x = y) pueden ser intercambiables en una derivacion.
El autor, que describe en su obra las citadas reglas ([GEB]), también refiere lo siguiente:

El calculo proposicional nos aporta un conjunto de reglas para producir proposiciones que serian
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verdaderas en todos los mundos posibles. Es por ello que todos sus teoremas dan la impresion de
ser tan simples, al punto de parecer carecer por completo de contenido [...]existe un procedimiento
mecénico que diferencie entre teoremas de no teoremas[...] Resulta que existe un interesante
procedimiento de decision el método de las tablas de verdad.

En resumen, lo que se desea notar es que Aristoteles argumentd sobre como elige los axiomas de
su sistema y como demuestra silogismos a partir de ellos. Sobre esto aplicé reglas de "calculo” que
“facilité" las demostraciones de validez de silogismos analizando como se distribuyen los términos
de sus silogismos. Esto tltimo es similar a las tablas de verdad. Observe que, si se considera una
férmula extensa de proposiciones con conectores, el camino para llegar a su demostracion por
medio de las 9 reglas citadas arriba puede ser nada evidente y muy largo. Sin embargo, las tablas
de verdad facilitan la comprobacidn de estas cadenas de enunciados en un numero finito de pasos,
los cuales se encuentran relacionados con razonamientos. Vale la pena decir que esta conexion
entre tablas de verdad y la estructura logica de arriba esta demostrada (ver [HA]).

Asi, nuestro sentido comun nos dice que el razonamiento no se basa en el calculo; mas, el céalculo
se basa en el razonamiento. Decimos esto, porque se observa, sobre todo en cursos iniciales de
pregrado en matematica, que para dar cuenta de que un razonamiento es valido, se recurre a las
tablas de verdad del célculo proposicional, sin saber por qué funcionan tan bien. Lo cual, podria
constituir una desventaja al desconocer el fundamento, ni la razén de dicho calculo. Con esto no se
desea dejar de lado el hecho de que dicha tabla es muy controversial, a la vez que muy util.

En la siguiente seccion se profundiza sobre el origen de las reglas citadas arriba y sobre lo
mencionado en el parrafo anterior.

Sobre la necesidad de analizar y crear un lenguaje

Para entender una afirmacion, debemos comprender que significan las palabras que se emplean.
Definir conceptos y transmitir ideas es un problema antiguo y actual. Por ejemplo, Platén en sus
dialogos, por boca de Socrates, muestra este problema al tratar de definir ciertos conceptos. En
efecto, en el dialogo “La Republica”, en el “Libro Primero”, cuando Polemarco cita la frase de
Simonides: "La justicia es dar a cada quien lo debido™ se ve a Sdcrates tratando de clarificar la
frase, para concluir que Simonides se ha expresado de manera enigmatica y poética, es decir, se ha
expresado sin precision y metaféricamente. Aunque definir justicia es controversial incluso en la
actualidad. Relacionada con esto también esta la célebre paradoja del montén. Esto muestra lo

indispensable de procurar un lenguaje, donde las palabras o simbolos estén definidos claramente,
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sobre todo en temas cientificos, para que las ideas sean trasmitidas y discutidas sin ambigledad. A
proposito, es conocido que Sdcrates sostenia que la virtud es conocimiento. No tendria sentido, si
refuto su méxima definiendo virtud y conocimiento de cierta manera tal que la virtud no sea
conocimiento. Debemos entender que es para Sécrates virtud y conocimiento, para entender su
argumento y luego aceptarlo o refutarlo.
Decimos mas, si consideremos textos antiguos, como los de Platon o Aristételes, es sabido que las
traducciones al castellano del siglo XV1 son diferentes a las del siglo XX. No solo en cuanto a su
forma, también en el uso y significado de las palabras, como tiempo, espacio, virtud, felicidad,
conocimiento, etc. Es decir, el uso de estas palabras ha variado, en parte debido a que estos textos
son usualmente modificados por intérpretes y también por que ellas varian culturalmente.
Ademas, otro aspecto es que ciertas palabras existen en unos idiomas y en otros no. Por ejemplo,
en el idioma latin existe una palabra para el "o inclusivo™ y otra para el "o exclusivo™, no asi en el
espafol. Esto hace mas preciso el lenguaje en dicho aspecto. Otro ejemplo tenemos en el idioma
Ruso, donde existen tres palabras diferentes para lo que en espafiol decimos con una palabra. Es
efecto, existe una palabra para el "si condicional”. Por ejemplo, en la oracién "Si hoy es lunes
mafiana es martes™ y otra palabra para el "si no condicional” por ejemplo para oraciones "No sé si
comer arroz en la cena de hoy", y otra palabra para "si", cuando respondemos afirmativamente, por
ejemplo, en oraciones como "Si, Juan quiere azucar en su chocolate™, la cual responde a la pregunta:
¢Juan quiere azucar en su chocolate? Lo que se desea expresar con estos ejemplos es que las
palabras juegan distintos roles en el lenguaje. Esto es, una misma palabra puede obedecer a distintas
estructuras logicas que pueden no estar relacionadas. Asi, debemos enfocarnos en determinada
funcién, que deseamos con una finalidad, mas que en cémo se usa la palabra en todas las
circunstancias de un lenguaje determinado. Se explica esto por qué se desea evitar ciertas
confusiones usuales, que se hace sobre la diferencia del significado de los conectores logicas v el
de aquellos conectores en el lenguaje natural.
Asi, tenemos las siguientes situaciones a considerar:
o Dada la pretension de claridad de la matematica, lo antes dicho motiva a clarificar
las oraciones matematicas con el maximo rigor posible, esto obliga a construir lenguajes
artificiales apropiados para lo que necesitamos expresar, donde cada simbolo esté definido.
o Mas aun, la libertad con la que usamos el lenguaje cotidiano permite crear frases

paraddjicas como: “Esta oracion es falsa"
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Ciertamente, la citada oracion es falsa si, y solo si, es verdadera. Una de las razones de esta
paradoja, como de otras, es porque el todo (la oracion) ocupa el mismo lugar semantico que la
parte (el sustantivo). Se suele decir que el problema es la autorreferencia ([GEB], [ITC]).
Asi, pareceria que la sintaxis debiera limitar la formacion de estas frases. Es decir, se necesita un
lenguaje artificial que trate de evitar la formulacion de aquel tipo de frases. Aproximadamente, un
lenguaje donde, entre otras cosas, los sustantivos no se salgan de la oraciones.
o Ademas, como el pensamiento se refleja en el lenguaje, si elegimos este dltimo de
manera apropiada, es decir si lo elegimos evitando los mencionados inconvenientes (entre
otros); decimos que, si elegimos asi el lenguaje, su estructura, reflejara nuestros procesos
mentales, aportando informaciones sobre dichos procesos y sobre el objeto que estudiamos,
esto es, en el presente estudio, sobre la matematica [ML].
Para matizar estas observaciones, a modo de ejemplo, se presentaran cuatro teoremas con sus
demostraciones. El objetivo es, en cuanto sea posible, hacer visible la estructura de los
razonamientos que unen las hipotesis con las consecuencias, asi como el uso del lenguaje. De esta
manera, se introduce el tema que se refiere al analisis de la deduccién matematica y principalmente
la necesidad de descender al estudio de la sintaxis del lenguaje.
Esperamos que el lector esté familiarizado con el uso del lenguaje formal para poder traducir las
siguientes proporciones al lenguaje técnico o natural de la matematica. Como se ha dicho, este es
un recurso que nos permite ser mas precisos en lo que decimos, lo cual es beneficioso, entre otras
cosas, para analizar las estructuras de los razonamientos. Sin embargo, por el momento, el objetivo
no es enfocarnos en la exactitud del lenguaje, mas en comprender la importancia de su buen uso y
estudiar los razonamientos que se dan en la matematica. Sera como ver una ciudad desde lo alto
sin preocuparnos si los edificios estan bien dispuestos.
Variables
Vale la pena mencionar, que para los autores del presente texto, una variable es un signo al cual
podemos predicar de la esencia de algin conjunto, definicién, concepto o nocién. Grosso modo, le
podemos predicar cualquier propiedad comin a todos y cada uno de los elementos de la nocion (la
extension del concepto). Por ejemplo, si decimos: sea x € {a, e, i, 0, u}. Podemos predicar a x de
la esencia del conjunto. Aunque formalmente x no sea una vocal del espafiol, podemos predicar
de su esencia. Esto es, soportamos decir, enestecaso"x =ao0x =eO0x=i0x=00x=1u",

pues toda la anterior frase es la esencia del conjunto. Sin embargo, no podemos decir x = e, pues
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e no es algo comun a todos los elementos. Podemos decir, x es cualquier vocal, pero no nos
consentimos decir x es una determinada vocal. Lo que podemos decir es, x puede ser en potencia
cualquier, pero no que es en acto, algun elemento determinado. Sin embargo, es diferente si se esta
suponiendo que es un determinado elemento para alguna deduccién usual de tipo "si...,
entonces...". Decimos mas, por ejemplo, la palabra hombre, no es un hombre. Pero la predicamos
de las caracteristicas comunes a los hombres, por ejemplo: "hombre es un animal racional".
Comunmente, se da la definicion de proposicién y se dice "sea P una proposicion”, para predicarle
de las cualidades que contiene la nocién. Incluso podremos decir sea t una variable del conjunto
de variables de cierto lenguaje, etc. Mas aun, dejando de lado la intrincada ontologia, puedo incluso
decir, sea w una nocion o sea w un ser. Sin embargo, desde este enfoque no siempre se puede
asumir que la nocion, concepto forme o constituya un todo. Por ejemplo, no consentimos decir, el
conjunto de las proposiciones como un todo actual, mas si potencialmente infinito.

Teoria de grupos

Ahora, consideremos una demostracion dentro de la teoria de grupos algebraicos. Es conocido
(IML]) que, un grupo es un conjunto G donde se ha definido una operacion binaria *, los cuales
satisfacen los siguientes hechos:

Al (Va,b,c € G)(a*x(b*c)=(a*b)*c)
A2 (3e€eG)((VaeG)(axe=exa=a)AN(Va€eG)(IbeG)(a*b=bxa=¢e))

Sea x € G una variable del conjunto G. Por comodidad, llamaremos P; (x) a la proposicion
(VaeG)(a*x=x*a=a)AN(Va€eG)(@beG)(a*xb=>bxa=x))

Teorema 1. Sea (G,*) un grupo. Sean e, e, € G dos elementos de G, tales que se da P;(e;)y
P;(e,). Entonces, e; = e,.

Demostracién. Sean e, e, € G dos elementos que satisfacen P; (e;) y P;(e,). Asi, en particular se
cumple (Va € G)(axe; =e;xa=a)y (VaeG)(axe, =e, xa=a). Asi, como e; EG Y
(Va € G)(a*e, =e, *xa = a), sesigue que e, x e, = e, * e; = e,. Similarmente, como e, € G
y(Va€G)(a*xe, =e; xa = a),sesigue que e, *x e; = e, * e, = e,. Pues bien,como e, xe; =
e; *x e, = e, Se tiene que e, * e; = e,. Similarmente, como e, * e, = e, * e; = e;, Se tiene que
e,*e; =e;. Luego, e,*xe;=e, Y e *xe,=e;. Por lo tanto, e; =e,.
Una vez que se prueba la anterior proposicion, la cual esta significando que dados los Axiomas Al
y A2, resulta que el conjunto de elementos que afirma A2 que existen es unitario. Esto ultimo nos

faculta ponerle un nombre constante a dicho Unico elemento, a saber, por ejemplo, llamarlo e.
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¢Qué es lo que une los hechos? En la segunda oracion que garantiza que si admitimos P; (e;), luego
(Va € G)(a *e; = e; xa = a). Parece claro que esta es una implicacion directa, es decir que hay
una regularidad entre la hipdtesis y la consecuencia. Esto es, hay una conexion entre los dos
sucesos: tener dos proposiciones P y Q verdaderas concluir que cualquiera de las dos se da, por
ejemplo, concluir que Q es verdadera (ver Regla de disociacién enunciada mas arriba).

Con respecto a la regularidad digamos dos palabras. En efecto, sabemos que en el mundo fisico
una relacion causa efecto supone una regularidad entre dos sucesos, en el que un suceso siempre
antecede temporalmente al otro. EIl primero es causa del segundo. La causalidad puede ser
inmediata, esto es cuando no hay un mecanismo que medie entre la causa y el efecto. Por ejemplo,
dos bolas rigidas y esféricas A y B, chocan. Una esta en reposo, por ejemplo B, y la bola A choca
con la bola B. Por lo cual, simplemente la bola A es causa del movimiento de la B. Esta es una
regularidad en el mundo fisico. Se puede decir mas, la bola A ejerce una fuerza sobre la bola B, lo
que causa una aceleracion en B. Esta fuerza es la responsable de cambiar el estado de reposo de la
bola B. Vale preguntar: ;por qué la bola A tiene una fuerza? se podria responder es ya que
precisamente el impacto genera una aceleracion. En conclusion, se dice que es ya que una fuerza
genera una aceleracion, Esto ultimo es un implicacion directa, desde el punto de vista clasico.
Como otros ejemplos de implicaciones directas, podriamos preguntarnos ¢por qué la masa deforma
el espacio tiempo? Son causas inmediatas. La naturaleza funciona asi y responde a leyes, con las
que podemos progresar como humanidad. Podria parecer que Aristoteles diria que dichas leyes
inmediatas se dan por naturaleza.

Prosiguiendo se afirma que de e; e Gy (Va € G)(a xe, = e, xa = a) Se sigue que e; x e, =
e, * e; = ey. Observe que, para la pregunta ¢por qué esta argumentacion es verdad? se debe acudir
a una estructura mas general, donde la ley de la analogia se cumpla. Asi, ciertamente lo que se tiene
es que si A es un conjunto y si x es un sustantivo de una proposicion P(x), entonces si a € A (esto

es a es una variable del conjunto A) y (Vx € A)(P(x)), se sigue P(a).

Observe atentamente que se debe descender a la forma, a la sintaxis, para concluir que esto
es valido, porque se debe cumplir en todos los sistemas axiomaticos sin importar el contenido.
Esto es, se debe analizar la estructura del lenguaje sin considerar el contenido de las
proposiciones. Bajo este requisito, vamos observas patrones que se dan con regularidad en las

deducciones matematicas.
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Por otro lado, se puede tener que dos proposiciones se impliquen de manera mediata, esto es
mediante otros razonamientos inmediatos anteriores. Uno de los objetivos es encontrar que
implicaciones son directas, inmediatas o axiomaticas para justificar las deméas y cuales son
proposiciones que se pueden deducir.

Regresando al ejemplo anterior, también, se ha utilizado ciertas propiedades de transitividad que
cumple la relacion que llamamos igualdad. La cual es una forma particular de predicado que debe
ser axiomatizada, al ser una relacion bésica. Asi, por el momento, tenemos las siguientes leyes:
S1:Siseda Py Q, luego se da, por ejemplo, solo P.

S2: Si se tiene que a es una variable o constante de Ay (Vx € A)(P(x)), se sigue P(a).

Andlisis real

Ahora, consideremos un resultado sencillo del analisis matematico acerca de la continuidad de una
funcion constante.

Teorema 2. Sea f: R — R, definida para todo x € R, como f(x) = 7. Entonces, f es continua en
R.

Debemos demostrar que (Vx € R)(Ve > 0)(F6 > 0O)(VY ER)(Jx—y| <d=|f(x) — f()| <
€). Observemos que (Va,b € R)(|f(a) — f(b)| =7 —7]) y ademéds 7 —7 = 0. Asi, (Va,b €
R)(I f(a) — f(b) |I=0). Ahora, dados x € R y € > 0, debemos hallar § > 0 tal que (Vy €
R)(Jx—y|<d=2|f(x)—f(y)| <¢). Sea § =¢. Sea y eR. Si |[x—y| <4, VY, puesto que
|f(x) = f(¥)| = 0, se tiene que |f (x) — fF(¥)| <.

Analicemos, como se transforman las proposiciones: Dejando, por lo pronto, el andlisis de los
cuantificadores, tenemos que, dados x € R, e > 0,6 = €, y € R, y si por hipotesis aceptamos que
|x —y| < &, ¢de donde se sigue que |[f(x) — f(¥)] < e?Sevequedadosx € R,e > 0,8 = ¢,y €
Ryvyaque (Va,b € R)(|f(a) — f(b)| = 0), luego |f(x) — f(¥)] < €. Asi, por decirlo de alguna
manera, dentro del universo de las condiciones x € R,e > 0,8 = €, Y y € R, tenemos como un
hecho la proposicion |f(x) — f(y)| < &, a la cual llamaremos Q. Ahora, en este mismo contexto,
si suponemaos verdadera la proposicién |x — y| < &, a la cual llamaremos P, tenemos que se da P
y se da @, luego tenemos que se da Q. Es decir, si suponemos P, como se daQ ,setiene PAQ Yy
por tanto tenemos Q. Asi por una especie de transitividad se tiene que P = Q. Estoes, Q = (P =
Q). Como Q es un hecho, se sigue que P = Q que es lo que queriamos demostrar. Profundicemos

mas en esto ultimo.
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La estructura abstraida que se ha obtenido es: "sabemos Q, suponemos P tenemos P A Q, luego
Q". ¢Formalmente como seria esto? Primeramente, veamos la forma del razonamiento: "sabemos
Q, suponemos P"', esta podria traducirse como P A Q. Es decir, a primera vista "saber Q y suponer
P", podia ser Q A P, en tal caso, por todo lo anterior, estariamos concluyendo P A Q, lo cual no
aporta mucho y ademas no es lo que queremos demostrar, que es P = Q. Consideremos la siguiente
distincion. Saber Q es simplemente poner Q. Suponer P, es grosso modo P =. Asi. Saber Q y
suponer P seria Q A (P =). Asi, saber Q, suponemos P y concluimos Q, seria Q A (P = Q). Digo
mas, tratando de hallar mayor generalidad, saber algo en matematica es de cierta manera suponer.
Luego, si se supone Q (se sabe), y suponemos P, concluimos Q. Esto es, Q = (P = Q). Ahora,
como sabemos que se da Q, podemos concluir P = Q que nuevamente es lo que queriamos
demostrar. Por favor, tenga presente que hay una relacion entre las formulasQ A (P = Q) y [Q =
(P = Q)] (puede usar tablas de verdad). Compare este resultado con la Regla 5 de (2.1) y con la
regla K1 de (4) que esta mas adelante.

Observemos que, la explicacion en este caso no hace alusién al contenido de las proposiciones, es
decir, es formal. Ciertamente desde la antigliedad las funciones constantes son continuas. Sin
embargo, parece que la logica esta adecuada en muchos casos a dar sentido a estas proposiciones
0, podria ser que, estas demostraciones motivan las leyes de la logica.

Por otro lado, pareceria que Q = (P = Q), cuando no se aplica en un contexto como el anterior,
no tiene sentido. Es decir, es una frase que en la cotidianidad no se usa. A saber, nadie dice algo
como "Si Juan es ecuatoriano, entonces: Si mi perro corre, luego juan es ecuatoriano™. Entonces,
pareceria que proviene de una ldégica construida con cierta finalidad, que no deviene
inmediatamente de la vida cotidiana, la cual debe ser aprendida y practicada, para ser entendida.
Esto, se supone, es un consuelo para los estudiantes que se sienten confundidos en cuanto a
demostrar se refiere, pues es una logica que se aprende con el tiempo y la préactica.

Numeros Naturales

Hasta ahora no se ha necesitado precisar dos cuestiones: La primera es que cuando escribimos
(Va € A)(P(a)) esta es una simplificacion de la frase (Va)(a € A = P(a)). Tomamos en cuenta
que el cuantificador universal trabaja dentro de un conjunto o dominio previamente definido (el
universo que se estd considerando). No es necesario imponer limites, porque estan implicitos.

Similarmente la formula (3a € A)(P(a)) es una simplificacion de la frase (3a)(a € A A P(a)).
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Anélogamente al cuantificador universal, en este caso se entiende implicitamente que existe un
elemento dentro del universo donde se esté trabajando ([AL]).
Lo que sigue se basa en [AR]. Consideremos ahora un resultado sobre los nimeros naturales.
Sabemos que, son un sistema que tiene un inicio, no tiene fin y cada miembro tiene un siguiente.
Y, existe una suma, un producto, los cuales tiene alguna relacion con la idea "de siguiente™ o "de
sucesor".
Mas precisamente, los nimeros naturales son elementos del conjunto N, el cual esta dado por los
siguientes hechos. Existe una funcion inyectiva S: N — N (sucesor o siguiente) tal que:
1. N — S(N) consta de un solo elemento, que denotaremos.
2. SiXcNysetienequel e Xy (vn € N)(n € X = S(n) € X), luego se tiene que
X =N.
Ahora bien, de lo anterior se coligen los siguientes hechos: (Vn)(n € NAS(n) € N),(vVn €
N)(S(n) € N) o también que (Vn € N)(S(n) # 1). Tratemos de observar en que sentido se da,
por ejemplo, la primera afirmacion. En efecto, con el proposito de manejar mejor la definicion de

funcién debemos decir que S: N — N significaque, Sc N X Ny

(vx €N) @y € N)(@Y) € 5) A (vy1, ¥, € N) (1, y1) ESA (1,y,) €5) = 31 =, )]
Bajo estas condiciones, si x € N, como existe y € N tal que (x,y) € Sy este y es Unico para el x,
podemos poner S(x):=1y Asi, (x,5(x)) € S. De donde se sigue que (x,S(x)) € N x N. Asi
(Vx)(x € NAS(x) € N) Ahora, si tratamos de justificar formalmente, como se transforma la
formula anterior (1) en (Vx)(x € N A S(x) € N), que diriamos?

Podriamos decir que la unicidad nos permite nombrar al elemento en cuestion de cierta manera,
donde se note la dependencia del elemento para el cual es Unico. Por decirlo de alguna manera,

suprimir el cuantificador existencial de la oracion. Esto es: Si tenemos,

(Vx € N) [(Hy e N)((x,y) €S)A(Vy1,y, EN) (((x,yl) ESA(y) ES) =y, = yz)]
definiendo y = : S(x), podemos concluir que (Vx)((x,S(x)) € N x N), luego, (Vx € N)(S(x) €
N). Evidentemente, esta es una frase reducida, donde se sobre entiende la unicidad. En fin, estos
movimientos de simbolos deben ser precisados. En estas lineas solo hacemos ver su necesidad.
Por otro lado, para analizar la Gltima formula (vn € N)(S(n) # 1), tenemos que, desde la teoria
de conjuntos (informal) la Afirmacién 1 implica que:

(Vm e N)[(Vn e N)(S(n) #m) & m = 1]
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De donde, en particular el contra reciproco es,
(VmeN)m=1= (Vn e N)(S§(n) # m)]
si tomamos una variable m € N, se tiene que
(m=1)=(YneN)(S(n) #m)
En forma general, si (m = 1) = P(m), con P(m) una proposicion con sustantivo m, obtenemos
P(1). En nuestro caso, (Vn € N)(S(n) # 1). Se deberia hacer hincapié en como eludimos el
cuantificador universal, lo cual sin duda fue un paso importante, y luego como lo recuperamos.
Por ltimo, para continuar con el estudio de como las formulas se derivan unas de otras
formalmente, esto es, con que ldgica, asi como analizar cuales son las férmulas primitivas, veamos
un altimo ejemplo.
Teorema 3. (vn € N)(S(n) #n)
Demostracion. Llamemos, P(n) a la afirmacion S(n) # n. Ciertamente, esta afirmacion se debe
probar por induccion. Esto es, para mostrar que (vVn € N)P(n), debemos probar que se da P(1) y
(vn € N)(P(n) = P(S(n))).
VVeamos que se tiene P(1). En efecto, como 1 € Ny (Vn € N)(S(n) # 1), se sigue que S(1) # 1.
Ahora, veamos que (vVn € N)(P(n) = P(S(n))). Tenemos que las siguientes férmulas se
transforman en la que deseamos:
o (Vn)(n e NAS(n) € N).
o (Vk e N)(VI e N)(k # 1= S(k) # S())) (inyectividad de S )
A saber, de la primera formula dada n una variable de N, se tiene que n € N A S(n) € N. De donde
por la segunda formula, (n # S(n) = S(n) # S(S(n))). Por hipotesis inductiva tenemos que n #
S(n), se sigue, por Modus Ponens, que S(n) # S(S(n))). Asi, se tiene que (Vn € N)(P(n) =
P(S(n))). Por lo tanto (Vn € N)(S(n) # n)
Asi surge la necesidad de dar cuenta de logica con que se derivan estas formulas y cuales de
ellas son axiomas. Sin embrago, se reitera la idea, de que la l6gica nace, en parte, considerando
los juicios matematicos. Como si en una figura de yin yang, si vemos microscopicamente la parte
blanca encontramos negro, y de igual manera en la parte negra descubrimos blanco. Es decir, hay
matematica en la I6gica y logica en la matematica.
Calculo de Predicados Formal
Se ha tratado de introducir una forma particular de ver las matematicas. Vale la pena mencionar

que estos problemas ya fueran abordados en la época de la crisis de los fundamentos de la
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matematica. Lo cual gener6 un nuevo acto de conciencia. A saber, entre otras cosas, ser mas
cocientes del recorrido que hay de una verdad a otra.

Sabemos que de manera muy simplificada existen tres aspectos en el lenguaje de proposiciones
con verbo copulativo "ser". El primer aspecto son sustantivos o términos, tales como 5, x + y?2,
etc. Se observa que en los mismos hay variables, constantes, operaciones como sumas, productos,
etc. El segundo aspecto del lenguaje es los predicados, que junto con los términos o sustantivos
forman proposiciones, tales como 5 # 3 + 9. Ademas, hay proposiciones con cuantificadores
(Vx)(x + y? = 7). EIl tercer aspecto del lenguaje son palabras que permiten conectar estas
proposiciones para formar argumentos, oraciones mas grandes y parrafos.

Vale la pena mencionar, una proposicion, en este caso se llama formula bien formadas (fbf), pues
tiene una estructura mas detallada que un simple enunciado, como los vistos en el primer capitulo,
ya que intervienen operaciones, cuantificadores y predicados. Por ejemplo (Vx)(P(x) =
Q(f(x,y)) )), donde f puede ser una funcién que opere x con y; y P, Q predicados, como por
ejemplo "mayor que”, “igual que”, etc.

Ahora, es relevante a nuestro juicio, hacer notar como se define una fbf. Basicamente, se parte de
simbolos iniciales, potencialmente infinitos (no actualmente). Sobre este "conjunto de simbolos”
se aplica un namero finito y determinado de leyes para formar cadenas de simbolos. Asi, la
definicion es tal que una fbf puede ser verificada como tal, en un nimero finito de pasos. Esta
forma de definir se conoce como Definiciones por induccion generalizada (ver para mas detalles
[HA] o [ML]). Esta es una forma de proceder muy precavida, pues para el mencionado estudio se
debe usar la matematica menos controversial, por ello, por decirlo de alguna forma, se discrimina
al infinito actual y no numerable. Una opcion para llevar a cabo este andlisis es el Finitismo (para
mas informacidn sobre este tema ver [LLF]). Por decirlo de alguna forma, es la parte considerada
por muchos, como David Hilbert, como la mas incuestionable de la matematica, la cual sirve de
base para analizar matematicamente los lenguajes, que a su vez contribuye a garantizar la validez
del formalismo, el cual pretende dar razon de toda la matematica [LLF]. Aunque, es sabido, por
los axiomas de incompletitud de Kurt Godel que esta postura presenta problemas [HA]. Las
definiciones por induccién generalizada tienen ademéas las ventajas de delimitar

estrictamente qué pertenece al ""conjunto™ o "'nocion"'. Ademas, proporcionan una base para
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demostrar propiedades sobre los elementos del conjunto o nocion [ML], como veremos a
continuacion.
Basandonos en el libro Hamilton A. G. [HA], tenemos los siguientes axiomas que dan cuenta de
todos los movimientos validos que podemos hacer en un lenguaje de primer orden. Los términos
que se usan en los axiomas seran detallados al finalizar los enunciados de estos.
Sean 4, B, C f.b.f, se tiene que:
Kl A= (B=>4)
K2 A=B=20)=((A=B)=(A=0))
K3 (=B = -4)=> (A= B)
K4 Si x es una variable que no aparece libre en la proposicion A, se tiene que
(Vx)A) > A
K5 Si A(x), es una fbf, con sustantivo x, 0 que aparezca x en algun lugar, yt es un termino libre
del lenguaje, entonces se tiene que
((vx)(A(x))) = A(t)
K6 SiA no tienen intervenciones libres de la variable x, entonces
(Vx)(A= B) = (A= (Vx)B)
MP (Modus Ponens): Si se da A y A= B, luego se puede concluir B.
G (Generalizacion): Si se tiene A, simplemente admitiremos que es verdad que (Vx)A, para
cualquier variable x, aparezca o no en la formula A.
Antes de aclarar los axiomas presentados y los términos empleados en ellos, vale mencionar que,
podria resultar notorio, que existe una sobre-generacion de formulas. Es una consecuencia de la
generalidad que se ha adquirido. Sin embargo, cuando se aplica para definir o indagar en cuestiones
matematicas se ve su utilidad. Podria pensarse que es como una licuadora, si pones arena de mar y
agua, te dard un licuado indigerible; mas, si pones frutas, sera de utilidad. Se dice mas, parecen
demasiado evidentes algunas de los anteriores axiomas, pero en el fondo de las demostraciones son
estos pasos simples los que se necesitan visibilizar.
Con respecto a K1, K2 y K3, son axiomas comunes a la l6gica de enunciados, los cuales implican
las reglas citadas antes en la seccion anterior 2.1. Para entender K4, debemos aclarar algunas cosas
sobre cuando una variable aparece libre en una fbf. Para ello daremos algunas ideas no rigurosas.
En efecto, es libre en alguna intervencion de una fbf si ningin cuantificador le esta afectando o si

no es la variable del cuantificador, por ejemplo: Sea y una variable del lenguaje, consideremos
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—(Vx)(x+y # 0)
la variable y es libre y x no es libre. En efecto, x esta en el cuantificador, el cual esta afectando a
la formula x + y # 0. Mientras que y es libre. Adicionalmente, observe que dada una variable y
del lenguaje, la formula de arriba es equivalente a (3x)(x + y = 0). Consideremos otro ejemplo:
(V)(x <y = (Vy)(x+y <0))
en este Gltimo caso, x en ninguna intervencion es libre (tiene tres intervenciones), sin embargo y
en la primera intervencion de la izquierda es libre, pero en las intervenciones de la derecha no es
libre.
Ahora, ¢cuando una intervencion de una variable en un f.b.f esta libre para ser intercambiada por
alguna otra o algun término diferente del lenguaje? Por ejemplo, es evidente que las dos siguientes
formulas son equivalentes (Vx)P(x) y (Vy)P(y). Es decir, el sentido no se altera. No asi, si
compramos las formulas (Vx)P(t) y (Vx)P(x), pues tienen significados diferentes. Por ejemplo,
sea t una variable del lenguaje. Sea la proposicion (Vx)(t = 1). Ciertamente, si reemplazamos t
por x, obtenemos (Vx)(x = 1), lo cual admitimos por hipétesis que la anterior no esta significando
lo mismo que la inicial, ya que por analogia en cuestiones matematicas no significan lo mismo.
VVeamos un ejemplo diferente. Tomemos en cuenta la formula (Vx)(3y)(x + y = 0). Es claro que
en la formula x + y = 0, en la cual es libre x y y y por tanto libre x, en esta ultima variable, si
hacemos el cambio x por y, la formula expresaria otro significado. A saber, declararia
(Vx)(3y)(2y = 0). Asi, por K4,(3y)(y =0). Por ultimo, a modo de ejemplo formal,
examinemos la formula, donde A y B son simbolos de predicados.
(Vx)A(x,y) = (V2)B(x,z)
aqui, por ejemplo x +w no estd libre para y. Sin embargo, y + z estd libre para y. En la
intervencion del lado derecho puedo reemplazar y por x.
Asi, aproximadamente se dice ([HA]), que un término t del lenguaje puede sustituirse en alguna
intervencion libre de x en A, siempre que en t no aparezcan interacciones con cuantificadores de
A.
Ahora, si se desvia la atencion a la formula S2 de la Seccion 3.1, entendemos que dicha formula es
avalada por el Axioma Kb5.
Por dltimo, veamos algunos teoremas del sistema formal que estamos atendiendo.

Teorema 4. Sea A, B férmulas bien formadas del lenguaje y sea I' un conjunto finito o vacio de
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férmulas bien formadas. Si de las formulas I' U {4} se deduce la formula B, entonces de las
formulas I se deduce la formula A = B

Esta demostracion se realiza por induccion sobre el nimero férmulas bien formadas en T U {A}. Se
observa que usamos la palabra conjunto y union de manera ingenua, debido a que los conjuntos
son finitos, definidos con poca controversia. La demostracion de este Teorema se detalla en [HA].
Aqui solo se mostrara el caso K = 1, dejando la lectura del teorema al lector acucioso, pues para
realizarla se necesita otras definiciones que escapan del alcance del presente trabajo.
Demostracion.[Caso k = 1 ] Se supone que ' U {A} solo contiene una fbf. Por hipétesis tenemos
que I' U {A} se deduce la formula B. Dados los axiomas de este sistema formal, la Gnica posibilidad
es que B sea un axioma, que B pertenezca a I’ 0 que B es A, por tanto, se sigue que A = B es una
fbf bajo este supuesto.

Teorema 5 (SH). Sean A, B y C tres férmulas bien formadas. Si tenemos como teoremas A = By
B = C, se sigue como conclusion que A = C

Demostracion.

(1) Supongamos A (con el proposito de concluir C ).

(2) Tenemos por Hipotesis: A = B

(3) Tenemos por Hipdtesis: B = C

(4) Por MP, 1y 2 setiene: B

(5) Por MP, 3y 4 se tiene: C

Asi se tiene que A = C.

Teorema 6. Si x no aparece libre en A, entonces de la formula bien formada (A = (Vx)B) se puede
deducir la formula (Vx)(A = B)

Demostracion.

(1) Por hipdtesis: (A = (Vx)B)

(2) Por K4 o K5 (dependiendo si es libre x o no en B)) se tiene que (Vx)B = B

(3) Por (1), (2) yel Teorema5 (SH), se tiene que A = B

(4) Por el Axioma de generalizacion se tiene que (Vx)(A = B)

Conclusiones
La conclusion a la que se llega en este articulo es que para dar cuenta de la matematica se debe

analizar el lenguaje y formalizarlo. Para estudiar la I6gica de este Gltimo se debe usar técnicas
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finitistas, como definiciones por induccion generalizada y principios mayores. Este camino, es

aproposito, el mas recto que el autor han logrado vislumbrar, méas seguramente no el Unico.
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